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Anpassung des FPTAS. Wir passen nur zwei Aspekte an.

1. Der Algorithmus berechnet auf der Ursprungsinstanz zuerst eine 2-Approximation?
und bestimmt deren Kosten a.

2. Der Algorithmus wéhlt den Faktor ¢ zum Verkleinern der Kosten neu als

t=1. o
Laufzeit. Die optimalen Kosten sind hochstens 2« (das Doppelte der 2-Approximation)
fiir die Ursprungsinstanz, fiir die modifizierte Instanz also hochstens 2a/t = QH%.
Somit hat die Anwendung von DPKP eine Laufzeit von O(n . Zn%), wie gewiinscht
quadratisch in n.

Approximationsgiite. Bezeichnen Alg und Opt die Kosten der Approximation des an-
gepassten FPTAS und des Optimums. Wie fiir das urspriinglichen FPTAS gilt
Opt < Alg + nt.2 Die Approximationsgiite lisst sich also abschitzen durch:

Opt Opt Opt Opt 1
pt . _Opt _ Pt p _ s
Alg = Opt —nt  Opt — 7z = Opt — = Opt 1 — &

(bitte wenden)

Dies geht sogar in Zeit O(nlogn) wie folgt. Der Algorithmus nimmt die bessere von zwei Lésungen:
Einerseits die Losung mit einem einzelnen Gegenstand mit maximalen Kosten, andererseits die Greedy-
Losung, die bei Einpacken der Gegenstdnde mit absteigender Dichte entsteht. Falls es einen Gegenstand
gibt, der mindestens die Hilfte der Kosten des Optimums hat, haben wir sicher eine 2-Approximation.
Ansonsten betrachten wir die Greedy-Losung und den ersten Gegenstand, der nimmt mehr reingepasst
hat. Kénnten wir von diesem Gegenstand Bruchstiick einpacken, das den Rucksack genau fiillen wiirde,
wire die entstehende Losung mindestens so gut wie das Optimum, weil der Rucksack dann mit der
bestmoglichen Dichte vollgefiillt ist. Nehmen wir das Bruchstiick wieder heraus, so verlieren wir héchstens
die Halfte des Optimums.

Die Modifikation der Kostenwerte entspricht einem Abrunden um hochstens ¢ fiir jeden der n Gegensténde.
Eine optimale Losung der Ursprungsinstanz hat nach solchem Abrunden noch Kosten von mindestens
Opt — nt und Alg ist als Optimum der modifizierte Instanz mindestens so gross.
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(a) Sei U € N'PO ein Optimierungsproblem, bei dem fiir alle Probleminstanzen z alle
moglichen Losungswerte nur positive ganze Zahlen sein kénnen und die Kosten
cost(Opt(z)) der optimalen Losung durch ein Polynom p iiber den beiden Variablen
|z| und Max-Int(x) beschrankt sind. Es gelte fiir die Schwellenwertsprache Lang;,
dass sie stark N'P-schwer ist.

Wir wollen zeigen, dass kein FPTAS fiir U existieren kann, wenn P # NP. Aus
der Vorlesung wissen wir, dass es fiir kein Optimierungsproblem U mit einer stark
N P-schweren Schwellenwertsprache Lang,, einen Pseudo-Polynomzeit-Algorithmus
geben kann.

Beweis durch Widerspruch: Wir wollen zeigen, dass, wenn fiir das Problem U ein
FPTAS A existiert, auch ein Pseudo-Polynomzeit-Algorithmus A’ fiir U existiert. Sei
A ein FPTAS fiir U. Es existiert der folgende Algorithmus A’.

1
p(|z|, Max-Int(z)) + 1°
Man wendet nun A auf x und € an, um eine Losung fiir x zu bekommen in ei-
ner Zeit, die polynomiell in |z| und 1/¢ = p(|x|, Max-Int(x)) + 1 ist. Falls U ein
Maximierungsproblem ist, gilt fiir die berechnete Losung A'(z):

Gegeben ist die Eingabeinstanz x, sei ¢ =

|cost(A'(x)) — cost(Opt(z))| = cost(Opt(z)) — cost(A'(x))
< (1+¢)cost(A'(x)) — cost(A'(x))
< e cost(Opt(z))
B cost(Opt(z))
~ p(Jz], Max-Int(z)) + 1

Dabei haben wir verwendet, dass A ein Approximationsschema ist und daher
cost(Opt(z)) < (1+¢€) cost(A'(x)) gilt. Da ausserdem cost(Opt(z)) < p(|z|, Max-Int(z))
ist, kénnen wir nun folgern, dass |cost(A’(x)) — cost(Opt(z))| < 1. Falls U ein Mini-
mierungsproblem ist, konnen wir analog zeigen, dass |cost(A’(x)) — cost(Opt(z))| =
cost(A'(z)) — cost(Opt(z)) < 1. Da aber alle moglichen Losungswerte positive ganze
Zahlen sind, muss in beiden Féllen die approximative Losung optimal sein. Es folgt
cost(A’(x)) = cost(Opt(z)). Damit ist A’(z) ein Pseudo-Polynomzeit-Algorithmus
fiir U.

Das ist ein direkter Widerspruch zur Annahme, dass Lang, stark N'P-schwer ist.

(b) Betrachten wir das TSP auf einem Graphen mit n Knoten und Kantenkosten 1 und
2 (das N'P-schwer ist, wie wir aus der Vorlesung wissen) und addieren n! auf alle
Kantenkosten. Daraus resultiert also ein Graph als Eingabe mit Kantenkosten n!+ 1
und n! + 2.

Das so definierte Problem ist noch immer NP-schwer, da es genauso schwer wie im
urspriinglichen Problem ist, eine optimale Losung zu finden. Die Kosten jeder Losung
(auch der optimalen) sind nun stets zwischen n - n! + n und n - n! + 2n, und die
Approximationsgiite Ra,. eines beliebigen Algorithmus ALG ist immer beschréinkt
durch

n-nl+2n 1

1< R < — <1 —.
= THALG = n-nl4+n — +n!



Fir ¢ > % hat jeder zuldssige Algorithmus die geforderte Approximationsgiite,
insbesondere auch der Greedy-Algorithmus, der in Polynomzeit beziiglich n arbeitet.

Fiir jedes € < # konnen wir wiederum einen Algorithmus ALG mit der geforderten
Approximationsgiite konstruieren, der einfach alle Knotenpermutationen ausprobiert,
um einen billigsten Hamiltonkreis zu finden; dies kann mit einer Zeitkomplexitét
in O(n!) getan werden und somit gilt Time,(n,e ') < p(n,e™!) fiir ein Polynom
p. Es folgt, dass die Approximationsgiite von ALG sogar 1 ist und der Algorithmus
ferner eine Laufzeit besitzt, die polynomiell in n und e~ ist.

Somit ist ALG ein FPTAS fiir die vorgestellte TSP-Version.



