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Losung zu Aufgabe 8

(a) Wir betrachten den (I x )-Gitter-Graphen Gy; aus der Aufgabenstellung. Fiir [ = 1
gilt offensichtlich tw(G) = 1. Sei also | > 2. Zunéchst nummerieren wir die Knoten
von oben links nach unten rechts durch, wir bezeichnen also den j-ten Knoten der
i-ten Zeile mit vg_1y4; fiir ¢, 5 € {1,2,...,1}.

Die Aussage beweisen wir konstruktiv durch die explizite Angabe einer Baum-
zerlegung (7T, B). Der Einfachheit halber verzichten wir darauf, die Funktion B
formal anzugeben, und identifizieren stattdessen die Knotenmenge des Baumes
T = (Vp, Er) mit den Bags. (Dies ist moglich, wenn alle Bags verschieden sind,
was wir ohne Beschréankung der Allgemeinheit annehmen kénnen.) Die Bags seien
Xk =A{vk, Vks1, -, v} fiir k=1,2, ... 1(1 — 1). Wir setzen

VT = {X17X27---;Xl(l—l)} und

Um uns davon zu iiberzeugen, dass dies eine giiltige Baumzerlegung fiir G,y ist,
iiberpriifen wir die drei Eigenschaften:

(i) Esist nach Konstruktion sofort klar, dass jeder Knoten des Gitters in mindestens
einer Menge X, vorkommt.

(ii) Zu sehen, dass jede horizontale Kante in mindestens einer Bag ist, ist offensicht-
lich. Jede vertikale Kante ist ebenfalls in einer Bag enthalten. Dies folgt sofort
aus der Grosse der Bags (diese sind grosser als die Linge einer Zeile) und der
Tatsache, dass sich jeweils die Bag X1 aus der Bag X durch Entfernen und
Hinzufiigen eines Knotens ergibt.

(iii) Alle Bags, die einen festen Knoten enthalten, bilden nach Konstruktion offen-
sichtlich einen Teilbaum in 7.

Es gilt | Xy| =1+ 1fir 1 <k <I(l—1), wir haben also gezeigt, dass die Baumweite
von (G hochstens [ ist.

Bemerkung: Wir haben hier sogar einen Spezialfall gezeigt, denn der Baum 7' ist ein
Pfad.
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Abbildung 1: Der Gitter-Graph-Graph G55, das Kreuz C~’373 sowie S und Z

(b) Wir wollen zeigen, dass der (I x [)-Gitter-Graph Baumweite mindestens [ hat. Wir
wissen, dass fiir jeden Graphen G gilt tw(G) = bn(G) — 1, es reicht also aus, ein
Bramble B der Ordnung mindestens [ + 1 fiir (G;»; zu konstruieren.

Fiir alle 2 < 4, j <[ definieren wir
Coy ={ (k) [2<k<1}U{(kj)|2<k<I}

als das Kreuz mit Zentrum (3, j), eingeschrénkt auf das Teilgitter ohne die erste Zeile
und Spalte. Zudem bezeichnen wir mit

Z={(1k)|1<Ek<Il}
die erste Zeile des Gitters und mit
S={(k1)|2<k<I}

die erste Spalte des Gitters ohne den ersten Knoten.

Wir kénnen nun zeigen, dass

ein Bramble der Ordnung mindestens [ + 1 ist.

Offenbar sind alle Mengen in B zusammenhéngend und sie beriihren sich paarweise.
Sei nun X C V eine Menge, die jede Menge von B trifft. Wir miissen |X| <[ zu
einem Widerspruch fithren. Da S und Z jeweils disjunkt zu allen anderen Mengen in
B sind, liegen mindestens zwei Knoten von X in S und Z. Es verbleiben hochstens
[ — 2 Knoten, um alle Kreuze im Teilgitter Gy, \ {S U Z} zu treffen. Von den [ — 1
Spalten dieses Teilgitters trifft X also mindestens eine nicht, ebenso fiir die Zeilen.
Somit trifft X auch das Kreuz, das aus dieser Spalte und Zeile besteht, nicht.



